Arithmétique

Fiche d’Axel Chambily

Ecriture en base q ( étant un entier supérieur ou égal & 2, x étant un
entier quelconque, il existe une unique suite d’entiers ag,aq,--- ,a, tels que :
r =ag+arq+axq®+ -+ +anq™ avec Vi € [0,n] 0 < a; < ¢q. On écrit alors :
T = Gplp_1 - G2a100"

Passage de la base q a la base 10 On écrit bétement la définition. Par
exemple : TIOTIT. = 1+ (1 x 2) + (1 x 22) 4+ (0 x 2%) + (1 x 24) + (1 x 2%) =
14+2+4+16+ 32 = 55.

Passage de la base 10 a la base q On effectue les divisions :
x=gqr1+ay, T1=qr2+a, T2=qrztaz, -, Tp,=q¢gx0+a,

x q
ap | Tp | q
ay | r2 | q
az | T3

Tn | q
a, | 0
et on obtient : x = @, - - - a1ag?

Critéres de divisibilité
—parg—1:a, —a?=0(¢-1)<=a,+--+a=0(g—1)
—parq+1:a, —0?=0(q+1) & ag—a1+az—az+---+(—1)"a, =0(qg+1)
— en base 107;
- par9: Y a, =0(9)

p=0

n n
par 11: Y agp — agp+1 = 0(11)
p=0 =0

2

- par3: Y a, =0(3)

p=0

— par 5 : ap = 0(5)

- par 2: a9 =0(2)
Congruences

a=bn)< a—>best un multipleden <3k e€Z a—b=kn

a=d(n)etb="b'(n) = atb=d+b'(n), ab=d'b'(n), ka=kd(kn), o’ =a"(n)

Division euclidienne Va€Z VbeN* 3lgeZ reN : a=bg+r
et 0<r<b



Relation "divise" alb & Jke€Z : b=ka (best un multiple de a)

pged
d = pgcd(a,b) & (VY € Z z|a et z|b < x|d)

pgcd(ka, kb) = kpged(a, b)
pyed [a, pged(b, ¢)] = pged [pged(a, b), | = pged(a, b, c)
a et b premiers entre eux < pged(a,b) =1
d = pgcd(a,b) & a=da et b=db et pged(a’,b') =1

Algorithme d’Euclide On effectue les divisions a = bgy +7, b = rqq +
riy, T =r1qa+7re,--- pged(ab) est le dernier reste non nul.

Théoréme de Bezout a,b premiers entre eux < J(u,v) € Z> : au+bv =1

Théoréme de Gauss
albe et a premier avec b = alc

k|ab et k premier = k|a ou kb
a premier avec b et ¢ = a premier avec bc

bla, cla et b et ¢ premiers entre eux = bcla

ppcm
m = ppem(a,b) & Ve € Z  (a|z et blz < m|z)

ppem(ka, kb) = kppem(a, b)
pgcd(a, b) X ppem(a,b) = ab

a et b premiers entre eux < ppem(a,b) = ab

Nombres premiers
Entiers naturels ayant pour seuls diviseurs 1 et eux-mémes

1l existe une infinité de nombres premiers
p premier et pla=3In €N a=p"b
pla" = pla

Tout entier n s’écrit de fagon unique n = p7'p5? - - - pp*. Le nombre de diviseurs
de n est alors (a; + 1)(ag +1) - (ag + 1).



